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ABSTRAK

Telah dilakukan review jurnal dengan judul ‘Dimensionless equation of non-relativistic quantum mechanics’ yang membahas tentang
persamaan tak berdimensi dalam mekanika kuantum non-relativistik pada model potensial satu dimensi, model atom hidrogen dan teori
perturbasi tak bergantung waktu. Tujuan dari penelitian ini untuk menyajikan persamaan tak berdimensi secara jelas dan terperinci pada
model potensial satu dimensi, atom hidrogen serta teori perturbasi tak bergantung waktu dengan menggunakan operator Hamiltonian.
Dalam menentukan persamaan tak berdimensi dilakukan terlebih dahulu menurunkan persamaan Hamiltonian tak bergantung waktu.
Setelah menentukan persamaan Hamiltonian tak bergantung waktu, ditinjau setiap kasus yang terdapat pada model potensial satu dimensi,
model atom hidrogen dan teori perturbasi tak bergantung waktu, kemudian ditransformasikan beberapa solusi dan parameter yang
sederhana serta skala yang tepat sehingga menghasilkan persamaan dalam bentuk tak berdimensi. Hasil penelitian menunjukan bahwa
dengan menggunakan persamaan Hamiltonian dapat menentukan persamaan tak berdimensi di berbagai kasus yang terdapat pada model

potensial satu dimensi, atom hidrogen dan teori perturbasi tak bergantung waktu.

Kata kunci: Persamaan tak Berdimensi; Mekanika Kuantum; Mekanika Kuantum Non-relativistik; Operator Hamiltonian

ABSTRACT

[ Titel: Review Of Some Non-Dimensional Equations In Non-Relativistic Quantum Mechanics| A review of the journal
entitled 'Dimensionless equation in non-relativistic quantum mechanics' has been conducted which discusses dimensionless equations in non-
relativistic quantum mechanics in one-dimensional potential models, hydrogen atomic models and timeless perturbation theory. The purpose
qfthis study is to present dimensionless equations clearly and in detail on one-dimensional potential models, hydrogen atoms and timeless
perturbation theory using Hamiltonian operators. In determining the dimensionless equation, it is done ﬁl’St deriving the timeless
Hamiltonian equation. After determining the time-independent Hamiltonian equation, each case contained in the one-dimensional potential
model, the hydrogen atomic model and the timeless perturbation theory was transformed, then tran§formed several simple solutions and
parameters and precise scales to produce equations in dimensionless form. The results showed that using the Hamiltonian equation can
determine dimensionless equations in various cases contained in one-dimensional potential models, hydrogen atoms and timeless perturbation

theory.

Keywords: Dimensionless Equations; Quantum Mechanics; Non-relativistic Quantum Mechanics; Hamiltonian Operators

PENDAHULUAN

Mekanika kuantum dikembangkan sebagai
respon atas ketidakmampuan teori mekanika klasik
dan elektromagnetik dalam menjelaskan beberapa
fenomena seperti sifat radiasi elektromagnetika dan
struktur atom. Akibatnya, muncul teori yang di
mana prinsip dasarnya dapat digunakan untuk
menjelaskan, tidak hanya struktur, sifat atom,
molekul dan padatan serta bagian-bagian dari inti
dan partikel elementer seperti proton dan neutron

(Noer & Dayana, 2021). Mekanika kuantum non-

relativistik adalah rumusan secara matematis dalam
mekanika kuantum yang diterapkan dalam konteks
relativitas Galilea serta pada teori ini membahas
beberapa

persamaan, misalnya persamaan

gelombang dan persamaan Schrodinger (Rae, 2002).

Persamaan  SchrOdinger merupakan dasar
dari meckanika kuantum yang digunakan untuk
memprediksi  sifat-sifat partikel subatomik serta
perilaku materi pada skala atomik dan sub atomik.
Untuk memudahkan pemahaman terhadap setiap

persamaan  dalam  mekanika  kuantum  non-
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relativistik, setiap variabel yang terkandung dalam
persamaan tersebut diubah menjadi bentuk tak
berdimensi. ~ Apabila  menganalisis  persamaan
Schrodinger tak bergantung waktu —h—Zdz—I/z)
2m dx
%mwzlep(x) = El,l)(x). Dari Persamaan ini
terdapat beberapa variable satuan fisik seperti posisi
X, massa partikel 7 dan konstanta tereduksi f1. Jika
dipilih parameter tak berdimensi dan solusi
sederhana serta skala yang tepat, maka dapat
1 d?

disederhanakan  bentuk persamaan —-—
2 du?

(u—€) =0 ini dalam bentuk tak berdimensi
(Sugiyono, 2016).

Dalam penelitian ini, memanipulasi aljabar
dari persamaan tak berdimensi terbukti sangat sulit
dibandingkan dengan metode numerik. Jika tidak
diselesaikan dengan tepat dan tidak diteliti secara
detail, hal ini dapat mengakibatkan kesalahan dalam
penyelesaiannya. Peneliti sebelumnya juga telah
menunjukan  persamaan tak berdimensi dan
membahas keuntungan dari pendekatan ini dalam
mekanika kuantum non-relativistik. Dapat mengkaji
beberapa kasus satu dimensi, seperti osilator
harmonik dengan potensial, osilator Morse dengan
potensial, serta memberikan contoh persamaan
SChr(')'dinger dengan potensial. Selain itu, peneliti ini
juga mengkaji bagian atom dan molekul, dengan
fokus khusus pada operator Hamiltonian untuk atom
hidrogen. Penelitian ini menguraikan kegunaan
persamaan tak berdimensi dalam penerapan teori
gangguan, dengan menggunakan beberapa contoh
seperti osilator anharmonik kuartik dan operator
Hamiltonian untuk atom dengan elektron dan
muatan nuklir dalam pendekatan inti yang terjepit
(Fernandez, F. M, 2020).

Selanjutnya,  penelitian  ini  digunakan
operator Hamiltonian sebagai alat untuk membantu
menyelesaikan persamaan dalam mekanika kuantum
non-relativistik ke dalam bentuk tak berdimensi.
Persamaan yang disajikan dalam bentuk tak
berdimensi mempermudah untuk lebih memahami
fisika secara fundamental dari fenomena fisika dan
mempermudah dalam analisis secara matematis.

Tujuan dari penelitian ini, untuk menentukan
persamaan tak berdimensi dalam mekanika kuantum
non-relativistik untuk model potensial satu dimensi,

model atom hidrogen dan teori pertubasi tak
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bergantung waktu. Dengan menggunakan operator
Hamiltonian, setiap persamaan yang awalnya
berdimensi diubah menjadi bentuk tak berdimensi.
Kajian ini dilakukan karena terdapat persamaan baru
yang memerlukan analisis mendalam  untuk
memudahkan pembaca dalam memahami jurnal ini
dengan baik. Selain itu, penelitian yang dilakukan
dalam jurnal ini merupakan penelitian terbaru
dengan penurunan persamaan yang kompleks dan

sulit dipahami.

PEMBAHASAN
I. Analisis Model Potensial Satu Dimensi

Menentukan persamaan Schrbdinger tak
bergantung waktu dalam mekanika kuantum non-
relativistik yaitu ditinjau dari persamaan energi total
E =T +YV maka dihasilkan persamaan EY =
_n*a*y

2m dx?
persamaan

+ V(x). Persamaan Schrddinger adalah

yang mencerminkan operator
Hamiltonian dan sebagai operasi matematis untuk
menggambarkan energi total sistem kuantum.
Dalam konteks mekanika kuantum persamaan
Hamiltonian dituliskan berikut

h? d? (1)

H = —%Wﬁ- V(x).

Persamaan (1) digunakan untuk memprediksi
perilaku fungsi gelombang sebuah partikel pada
keadaan tertentu.

Selanjutnya menentukan solusi sederhana
untuk menganalisis persamaan dalam mekanika
kuantum non-relativistik pada model satu dimensi,
model atom hidrogen dan teori perturbasi. Setiap
kasus didefinisikan koordinat X = x/L, schingga
jika bentuk % = % atau dd—xzz = 1,237 dari bentuk
ini yang digunakan untuk tinjau kasus-kasus yang
mengandung variabel X.

Selanjutnya persamaan (1) ditinjau dengan

2
kedua ruas dikalikan bentuk nfll—z dan juga setiap

variabel X diubah sesuai dengan yang telah

didefinisikannya, maka dihasilkan persamaan berikut

— _ml? 1d> ml* )
= ?H =—sum +? V(LX).

Unit dimensi energi adalah 1 joule=1 kg 1:_22,

52

sedangkan kebalikan unit dimensi energi yaitu rgm?
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maka didefinisikan satuan energi tak berdimensi
dalam meckanika kuantum yang sesuai, dapat

dinyatakan sebagai
mlL? 3)

i. Kasus Partikel Massa m dalam Kotak
Panjang L
Selanjutnya menganalisis kasus sederhana,

yaitu partikel massa m dalam kotak panjang L,
seperti yang terlihat pada gambar di bawah ini

0 x({m) L

Gambar 1. Partikel massa m dalam kotak

panjang L

Berdasarkan gambar 1 jika potensialnya co di
luar kotak, maka fungsi gelombangnya harus nol di

luar kotak dengan secara matematis dapat ditulis

scbagai Y(x) =0 untuk x < 0 dan x > L. Jika

ditinjau dengan persamaan Hamiltonian yaitu

Hy(x) = Ey(x) atau ditulis persamaan sebagai
h? d®yP(x)
VD 4y = Epo),

jika potensial V(x) = 0, maka persamaan menjadi

h? d? “4)
———=——Px) = EYP(x).
) = B0
Persamaan (4) diubah ke dalam bentuk tak
2
berdimensi, dengan kedua ruas dikalikan bentuk h—L

dan ]lka X =x/L maka dihasilkan bentuk

-3 d~2 (L) = EIIJ(XL) Lalu didefinisikan

¢(x) = (LX) maka persamaan menjadi

5
L b = i) v
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ii. Kasus Osilator Harmonik Sederhana

Selanjutnya pada model satu  dimensi
diberikan kasus sederhana untuk menentukan
potensialnya ke dalam bentuk tak berdimensi,
pertama osilator harmonik dengan potensialnya

seperti yang terlihat pada gambar di bawah ini.

AW

Gambar 2. Potensial pegas

Gerak osilasi dapat dijelaskan  sebagai
pergerakan suatu objek yang berulang-ulang melalui
jalur yang sama. Contoh kasus sederhana adalah
gerak osilasi pada sebuah pegas yang apabila
direnggangkan atau ditekan, mengakibatkan benda
yang terhubung dengan pegas tersebut bergerak
bolak balik. Fenomena ini jika ditinjau secara klasik,
dimana menggunakan hukum Hooke F = —kx -
Ziz + :lx = 0. Selanjutnya menggunakan solusi

dari  x(t) = A sin(wt) + Bcos(wt) dengan

k
frekuensi sudut w? = - lalu disubstitusikan @?

maka persamaan menjadi x(t) = Asin ( ’% t) +
B COS< /%t) Jika X = x3, maka bentuk

dv
potensial Vioy = Vixg) + atl ey (x—2x0) +
=Xo
4 (x — x0)? di X — Xg sehi d
ax? |y, 0)“ dimana o schingga pada

bagian ini, jika tinjau suku pertama, maka titik
dv

minimum —
dx

=0->V) = on , untuk

X=Xg
dZ

dx 2
persamaan potensial harmonik sederhana yaitu

> 0. Ditinjau lebih lanjut maka dihasilkan

k
V(x) = Exz (6)
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Persamaan (6) ditinjau dengan kedua ruas dikalikan
mL?

YR dihasilkan  persamaan rr;l_I; V(ix) =

%Sx dan jika X =x/L, maka diperoleh

persamaan berikut

ml>2 ML ) = mL*k % (7)
pe T T

Persamaan (7) dalam bentuk berdimensi, untuk

mcnghilangkan variabel berdimensi dilakukan

1%k
pemilihan satuan panjang L dari bcntuk =1

lalu ked dikalikan ~ -d-ﬂﬁ—
alu cdua ruas 1Kalikan mk an]al hz mk_

2
1 % selan]utnya menghllangkan Varlabel yang

sama, maka diperoleh bentuk persamaan berikut

h? ®)
T mk’

Selanjutnya menentukan  persamaan  tak
berdimensi pada  persamaan (6) yaitu ditinjau

dengan persamaan Hamiltonian H=T+V, jika
h? d?

diketahui T = ———— dan Vix) = —x maka
Hamiltoni ‘d'H——h—d—z
persamaan Hamiltonian menjadi = = omaa

2

gxz. Selanjutnya kedua ruas dikalikan dengan Trfll—i

jika koordinat tak berdimensi ¥ = x/L, sehingga
- 2 2

dihasilkan persamaan H = nfi—éH = rrfll_i, —

hz ~
@ + mL k (%212) lalu dieliminasi

2m d(xZLZ) Az 2
variabel yang sama dan disubstitusikan persamaan

(8), maka dihasilkan persamaan berikut

1d*> 1 ©)

ili. Kasus Fungsi Energi Potensial

Diberikan fungsi energi potensial dalam parameter

panjang yaitu,

V(x) = Vof (g) (10)

Dengan potensial yang diberikan pada persamaan

(10) ditinjau lebih lanjut dengan kedua ruas
dikalikan bentuk o

TR maka dihasilkan persamaan

—ZV(X) = FVof (E) Kemudian variabel x
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diubah  dengan bentuk X =x/L, schingga

diperoleh persamaan berikut

mL? mL2 Lx (1n
T V(D) = S vof ().
Persamaan (11) ma51h dalam bentuk berdimensi,
untuk menghilangkan variabel berdimensi yaitu
ditinjau ulang dari persamaan (10), disubstitusikan
ke dalam persamaan Hamiltonian H = T + V atau
h? d?
H=-2

Py——) + Vof (E) Selanjutnya kedua ruas
2
dikalikan dengan bentuk ";L—é jika L = adan ¥ =
- 2
x/L  maka persamaan menjadi H = _ﬂ H =
B2 miZ a2 .
T om nz d(12% 2) 2 Vof( ) Setelah itu

dieliminasi variabel yang sama sehmgga persamaan

mL2

menjadi ﬁ =— H=

2 d%?
Pada bagian sisi kanan suku kedua ma51h dalam

bentuk  berdimensi  schingga dapat memilih

parameter tak berdimensi A yang mewakili bentuk
2
ma

7‘/0’ maka dihasilkan persamaan tak berdimensi

yang dituliskan sebagai

1 d? . (12)
H= —Ed—-l-lf(x)

Selanjutnya memilih satuan panjang L dari bentuk

m
A= 7

12
— Vb, bentuk ini
L o h2
— Vo =1, kedua ruas dikalikan dengan —,
mVO

mL?V, h? h?

= 1——, maka
le mVO mVO !

persamaan menj adi

dihasilkan bentuk pemilihan satuan panjang L

sebagai

h? (13)

2
== mV,

Persamaan (12) masih bergantung pada A, agar
tidak terikat pada parameter A. Ditinjau ulang
dengan potensialnya yang terdapat di persamaan

(10)  disubstitusikan ke  dalam  persamaan

Hamiltonian, maka persamaan menjadi H =
2 g2
th ddxz +Vof ( )lalu kedua ruas dikalikan
dengan hz jikaL = a, didapatkan persamaanﬁ =

mazH_ma2 hz d? f( )
h2 T p2 2m deL2 0 a :

Selanjutnya dieliminasi variabel yang sama kemudian
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disubstitusikan satuan panjang L?, maka diperoleh

persamaan tak berdimensi yang tak bergantung pada

A, yaitu
H—1H— 1“%—0) (14)
== am W

iv. Kasus Potensial Morse

Selain dari kasus sederhana pada potensial
penghalang yang diberikan, terdapat kasus sederhana
lainnya, yaitu osilator Morse. Osilator Morse
menjelaskan getaran atom dalam molekul sebagai
getaran anharmonik dan menggambarkan energi
potensial getaran yang dianggap lebih kompleks
daripada model osilator harmonik. Persamaan
Morse memiliki persamaan matematika yaitu
V(x) = De[1 — exp(—ax)]>. (15)
jika divisualisasikan gambar osilator Morse dengan
menggunakan persamaannya, dimana pemilihan
variabel D = 5,a; = 0.1,a, = 0.2 dan a3 = 0.3
maka dihasilkan bentuk gambar seperti di bawah ini

45 Morse Potential Energy Function

Gambar 3. Osilator Morse

Selanjutnya, persamaan (15) jika

disubstitusikan ke dalam persamaan Hamiltonian

H = T + V maka persamaan menjadi H =
- + + D.[1 —exp(— ax)]?. Selanjutnya

dx2
dlsederhanakan ke dalam bentuk tak berdimensi
yaitu kedua ruas dikalikan m, Jlka L= —, maka
didapatkan persamaan H= hzaz H = h;r(lzz -

2 2
;—m# ZZJ; [1—exp(— a(xL))]

menghilangkan variabel yang sama, maka diperoleh

persamaan tak berdimensi berikut
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d? (16)
FTE + A[1 — exp(—%)]?

Persamaan (16) dalam bentuk tak berdimensi,

1
H=-s+—

variabel A dipilih sebagaj parameter tak berdimensi
mDe
h2a?’

yang mewakili bentuk dari

v. Kasus Potensial Penghalang Eksponensial
Mutlak

Terdapat kasus yang lain di model potensial

satu dimensi yaitu potensial penghalang eksponensial

mutlak dcngan persamaan matcmatikanya yaitu

V(x) =V, (1 - eGl/a), (17)
Vo >a,a>0.

Untuk menampilkan bentuk gambar potensial

penghalang cksponensial mutlak dengan

menggunakan persamaannya, yaitu pemilihan nilai

dari variabel Vy = 1 dan @ = —2, maka dihasilkan

gambar di bawah ini

V(x) = Vopp - e?Xig)
0 ||
1
1
1
50 I
. 1
= 1
= I
-100 1
1
1
1
-150 !
7 0 5

X

Gambar 4 Potensial penghalang

eksponensial mutlak
Selanjutnya, tinjau persamaan (17) untuk
menentukan persamaan tak berdimensinya dengan

menggunakan persamaan Hamiltonian H=T+YV,

= —h— @ dan V(x) = Vo(1 — e2lxl/a) jika

f(x) = (1 — e(zlxla)) maka

C 1 n? a?
persamaan menjadi  H = T omdx? + Vof (X).

dimisalkan

2

Selanjutnya, kedua ruas dikalikan dengan rr;l_lz,
o ~ B2 m? a?
persamaan menjadi H = o h? dx?
mL? VoF (% . %= x/L g

2 Vo f(%), jika X =x/L maka dihasilkan
R 1d?

persamaan yang tak berdimensi H = e +

Af ).
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vi. Kasus Potensial Cut off
Selanjutnya pada kasus potensial Cut off

dengan bentuk potensialnya V(ix) = —a;‘;z, €<

€; < €3. Jika divisualisasikan ke dalam bentuk

gambar dengan menggunakan persamaan
potensialnya dengan nilai dari @ = 1, sedangkan

€, =0.1€, =0.5 dan €3 =1 maka dihasilkan

gambar di bawah ini

o Cratik Foten5|a| Eutoﬁ
T V(x)
s €
-0.2 ) €2
/ e
I
-0.4 Fi
— [,
>< ]
=
0.6 ,w:a
|
I
-0.8 ]
|
|
i
=
0 2 4 6 8 10
X

Gambar 5. Potensial cut off
Dalam kasus ini terdapat dua bentuk lain

model potensial satu dimensi, yaitu bentuk potensial

pertama Ve(x) = —:—2 dengan syarat batas 0 <
x < €. Untuk menentukan persamaan tak
2
berdimensinya, kedua ruas dikalikan dengan ZT;ZZL
2 2
didapatkan  bentuk ZT;—ZLVE(X) = _Ea_ZerrllZL ,
h2e?
didefinisikan ~satuan panjang L° = , maka
2ma
diperoleh persamaan berikut
e o~ (18)
;VE(LX) =-—1.
Kemudian potensial kedua Ve (x)=-— % dengan

syarat batas € < x > 0. Disederhanakan menjadi
bentuk yang lain, yaitu dengan proses penyelesaian

sama seperti pada persarnaan (18), schingga

karena

&2
dihasilkan persamaan —VE (Lx) = —

72’
€ = pg, maka bentuk persamaan menjadi

—Ve(Lx) =-=2 (19)

~2,
Dengan  demikian persamaan (18) dan (19)
dihasilkan dalam bentuk tak berdimensi tanpa
melibatkan persamaan Hamiltonian.

Selanjutnya menentukan persamaan tak

berdimensi pada potensial Cut off dengan

menggunakan persamaan Hamiltonian. Bentuk

a
potensial pertama V(x) = —= disubstitusikan ke

dalam persamaan Hamiltonian maka persamaan
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menjadi H = ———=——=. Jika persamaan

diubah ke bentuk tak berdimensi, dengan kedua ruas

dikalikan bentuk untuk ¥ = x/L diperoleh

2 )

~ 2mlL? n? 2mL? d?
H = H=——""—
persamaan 2 o hZ 772
a 2mlL? . . o -
= kemudian disubstitusikan pemilihan satuan
€
panjang [? = —— maka dihasilkan persamaan tak
2ma
. . az .
berdimensi H = —H =—oa 1. Selanjutnya
ditinjau  bentuk potcnslal kedua V(x) =
a
— = disubstitusikan ke dalam persamaan
n? a2
Hamiltonian menjadi H = ———— — — kedua
2mdx?  x?2

2mL?
ruas dikalikan dengan bentuk 2 untuk koordinat

i = X/L maka dipero]eh persamaan ﬁ =

ami® . h*2ml? d* a 2mlL?
h2 T T 2m w2 dx?l2 212 h?

2 fl2€2
Kemudian disubstitusikan bentuk L% = Py

dan

didefinisikan bentuk pg = h—za sehingga dihasilkan

. € a>  p§
persamaan tak berdimensi H = 2> oz w2

vii. Contoh  Penerapan Persamaan tak

Berdimensi pada Kasus Potensial
Penghalang

Dalam model potensial satu dimensi pada

kasus potensial penghalang ini, penerapan konsep

tak berdimensi bertujuan untuk memberikan

wawasan abstrak dan umum terhadap sifat transmisi

partikel melalui potensial penghalang tersebut.

Kasus ini dapat ditinjau melalui pemecahan

persamaan Schrédinger dengan solusi persamaan

potensial berikut
0 x<0

V(ix) =iV, 0<x>a.
0 x>a

Berdasarkan bentuk solusi dari potensial diatas,

selanjutnya menentukan koefisien transmisi T pada

tigakasus E <V, E > Vydan E = V.
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Kasus E <V,

Gambar 6. Kasus E <V

Selanjutnya tinjau daerah T dan III untuk

menentukan koefisien transmisi dengan
o h? d%y
menggunakan persamaan Schrodinger T om dx?
Vo =EY jika Vy=0 maka persamaan
Schrfjdinger menjadi —h—Zdz—llJVOll} = EY lalu
2m dx?
2mE

dihasilkan bentuk k = dan fungsi gelombang

[
P, = Aetkx Be_ikx dan Y3 = Eetkx
Sedangkan untuk daerah II dihasilkan bentuk =

2m(1-E)
hZ

tinjau syarat kontinuitas di Y1 (x) = P, (%), jika

dan Y, = Ce™ + De™t*, Selanjutnya

X = —a maka dihasilkan persamaan berikut
Ae~ka 4 Betka — ce~la 4 pela (20.2)
Lalu turunkan 29y dan 29, , maka
X lx=—a dx lx=—q
ik(Ae~tka — peika) (20.b)

=1(Ce™'* — De'®)
untuk kontinuitas P, (x) = P3(x) jika x =a

maka dihasilkan persamaan berikut

Ce'® + De~le = Eetka, (20.0)
d d
Lalu turunkan ¥z dan ¥ , maka
ax lx=q ax lyx=q

persamaan menj adi

I(Cel®* — De~!a) = jkEetke, 20.d)

Persamaan (20.c) dikalikan dengan [, menjadi

[Ce'® + [De~ @ = |[Eeika (20.¢)

persamaan (20.¢) kurang persamaan (20.d), menjadi
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el® ik . (20.5)
C=— (1 — T) Ee'ka,

Persamaan (20.¢) dijumlahkan dengan persamaan
(20.d), menjadi

la k\ . (20.g)
C= 67 (1 + lT) Ee'ke, ¢

Kemudian persamaan (20.a) kedua ruas dikalikan

dengan ik, menjadi

ik Ae~™@ + ik Be'*® (20.h)
= ik Ce™'* + ik De'®.

Persamaan (20.h) dijumlahkan dengan persamaan

(20.b) dan substitusikan persamaan (20.g) dan

persamaan (20.f) menjadi

ezla_l_e—zla)

Ae~?ka = E2ik (
D=

lalu  disederhanakan  bentuk

ot

(Cezla+e—zla)
> =

) = sinh(2la),

ezla_e—zla

cosh(2la) dan (

2
sehingga persamaan menjadi
E ezika
4" i(K2—12\
cosh(2la)— sinh(2la)
2 lk
2
T = Jterus _T= E
- - =\l >
] datang A

T = ezika "
B cosh(Zla)+£ K212 sinh(2la)
( =

ezika
(cosh(Zla) +§(k2”_{lz) sinh (Zla))

T = L

2 () 2
cosh (21a)+Wsinh (2la)

Di misalkan cosh?(la) — sinh? la = 1, sehingga
bentuk persamaan menjadi
1

T = .
sin2 h (2la)

(kK2 +12)2
4]2k2

1+
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Kemudian  disubstitusikan  nilai dari k =

2mE | = J2m(Vy—E)

7 L= - , maka diperoleh persamaan

berikut

1

T = > :
Vo inh2(2%./ -
1+4E(V0—E) sinh (h 2m(Vy E)

Selanjutnya, persamaan disederhanakan ke dalam

bentuk tak berdimensi dengan dimisalkan A sebagai

parameter tak berdimensi yang mewakili bentuk

27‘11/ 2m(Vy — E) schingga bentuk persamaan

1
menjadi T = 7 , dan didefinisikan
sinh? 4

0
1+4E(V0—E)

— W .
parameter baru € = I maka persamaan menjadi

_ 1 21)
T=—a"3 (
1+4(1_6) sinh? 1
Kasus E >V,
E>T,

Gambar 7. Kasus E >V

Selanjutnya tinjau daerah I dan III untuk

menentukan  koefisien transmisi T dengan

. h? d?y
menggunakan persamaan Schrodinger T omax?
Vo = EY, jika Vy=0, maka persamaan
Schréidi adi =24 gy

chrodinger  menjadi o ax? alu

dihasilkan bentuk K = \/2217 dan fungsi gelombang
¢1 — Aeikx + Be_ikx, l/J3 = FEelkx.
Kemudian daerah II ditinjau juga dengan persamaan
Schrodinger, jika Vo =V, maka persamaan
ey n? d*y I
menjadi ———=——=+ V3 = EY lalu dihasilkan

2m dx?

_ 2m(E—Vg) .
bentuk w = /T dan fung51 gelombang
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P, = Ce™W* + De~Wx,
menentukan syarat kontinuitas X = —a, untuk
P1(x = —a) =YP(x = —a) dihasilkan

persamaan berikut

Selanjutnya

Ae~ika 4 Belra = Ce~wa 4 (22.2)

Detwa,
da d
Lalu turunkan L2 dan 29, , maka
dx lx=—q dx lx=—q
i (Ae~*@ — Bel*@) = (22.b)

iw(Ce™@ — peixa)
Sedangkan untuk kontinuitas X = @, untuk ¥, (x =
a) = P3(x = a) dihasilkan persamaan berikut

Cewa 4 pe-iva = Eelika (22.¢)
a d

Lalu turunkan a9, dan 295 , maka
dx ly=q dx ly=q

iw(Ce™™® — De=Wa) = ikEei®@,  (22.d)

Selanjutnya persamaan (22.c) dikalikan dengan iw,

menjadi
iw Ce™?® + jwDe™a = jwE™e, (22.¢)
Persamaan (22.e) kurang persamaan (22.d), menjadi
g~wa Ky . . (2.9
D= (1—,—)Ee”€a.
2 iw

Persamaan (22.e) dijumlahkan dengan persamaan

(22.d), menjadi

etwa ix . (22.g)
C= (1—_—)Ee”€a.
2 iw
Persamaan (22.a) dikalikan dengan ik, menjadi
i Ae'*® + i Be~ @ (22.h)
= i Ce™@

+ ik De~wa,
Persamaan (22.h) dijumlahkan dengan persamaan
(22.b) selanjutnya disubstitusikan persamaan (22.f)
dan (22.g), maka dihasilkan persamaan berikut

E ezi;ca
A cosh(2iwa) + % (K4_W2) sinh(2iwa).

Schingga untuk mendapatkan koefisien Transmisi,

iwk?2

maka
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*

2
o Jeorus _ |§ B |§ §|
]datang A A A
*
ezilca
. L{K* =W . .
cosh(2iwa) +E(W) sinh(2iwa)
ezi:ca
i 4 _ 2 ]
cosh(iwa)+% (Kiw:; ) sinh(2iwa)
1
T = (K4_W2)2 .
1+ 57— sinh?(2iwa)
. . s . 2mE
Selanjutnya substitusikan nilai dari Kk = 7 dan
2m(E -V,
w = /% maka dihasilkan  bentuk
1
persamaan T = 7 . g
__70_ )sinh22%% _
<1+4E(E—V0)>Smh h,/Zm(E Vo)

Selanjutnya disederhanakan ke dalam bentuk tak
berdimensi dengan dimisalkan parameter tak

berdimensi A mewakili bentuk variabel berdimensi

ZTa,/Zm(E—Vo), maka persamaan  menjadi

T = o ! lalu didefinisikan
(1+—°> sinh? 2

1E(E-V,
) .
parameter baru € = Y sehlngga bentuk persamaan

menjadi bentuk tak berdimensi

1

T=— (23)
(1+64(E_1))51nh A
Kasus E =V,
E= VO
Vo
m
0 a

Gambar 8. Kasus E =V

Selanjutnya menentukan koefisien transmisi

T pada kasus ini, ditinjau mulai dari daerah I dan III
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d Schréidi R Ay
engan persamaan chnr lnger om dxz

Voy = E, jika Vy = 0 maka persamaan menjadi

n? da*yp o _ |2mE
Tomaez = EvY dihasilkan bentuk f = / 2
dan fungsi gelombang 1; = Ae'P* 4 Be~ihx,

Y3 = Ee'hx, Selanjutnya tinjau daerah II dengan
2 2

persamaan SchrOdinger 2 d, + Ey, = EY,

lalu  dihasilkan bentuk fungsi ¥, = C + Dx.

2m dx?
selanjutnya tinjau syarat kontiunuitas dari ¥y (x) =

P,(x) jika x = —a maka dihasilkan persamaan
berikut

Ae~a 4 Beiba = C — Dx. (23.2)
Lalu turunkan persamaan (23.a) ‘%’; s
‘%’j ik

ifAe~B2 — ipBe'F* = D. (23.b)

Sedangkan untuk tinjau (%) = P3(x) jika x =

a maka persamaan menjadi

C + Da= Fe'fa, (23.0)

Lalu turunkan persamaan (23.c), menjadi

D = if Fe'f, (23.d)
Selanjutnya persamaan (23.a) jumlahkan dengan

persamaan (23.c), menjadi

AeFe + Be'fe + Fe'f® = 2. (23.¢)
Persamaan (23.a) kurangi persamaan (23.c),

menjadi

Ae™'F@ 4 Be'f® — Fe'f® = —2pa. (239
Persamaan (23.d) substitusikan ke persamaan

(23.b), menjadi

iBAe~ % — iBBeiP* = jBFeiFa, (23.9)

Persamaan (23.d) substitusikan ke persamaan (23.f),

menjadi

Ae~tha 4 petba — Fetba (23.h)
= —2aifFe'fe,

Persamaan (23.h) dikalikan dengan if8, menjadi

ifAe~F® + ifBe'Fa — ipFeiha (23.0)
= —2ip%aFefe,
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Persamaan (23.g) dijumlahkan dengan persamaan
(23.i), menjadi ZiﬁAe_Ziﬁa = iﬁFeiﬁa(Z —
2aif?)  lalu
F _ 2ipe?ifa
A 2-2aip?

disederhanakan menjadi

. Maka untuk koefisien transmisi T,

menjadi
T = ]terus _ |_ _ |_ ’
] datang A A

Ziﬂe_ZiBa * Zi,Be_ZiBa
B (2 - 2ai/32> '<2 - 2ai/32>’

42

T=————"7—-,
4 + 4q?B*

_ 2
T__2+2a 2mE "’

Selanjutnya menghllangkan variabel berdimensi

dalam kasus ini, memilih A sebagai parameter tak

2
;nE. Sehingga

berdimensi yang mewakili bentuk

persamaan menjadi bentuk tak berdimensi
2 (24)
2424

T=-

Dengan demikian, penerapan konsep tak
berdimensi pada model satu dimensi, khususnya
pada kasus potensial penghalang ini, memfasilitasi
analisis yang lebih abstrak dan umum. Penerapan
konsep tak  berdimensi dengan  pemecahan
persamaan Schrijdinger untuk menentukan koefisien

transmisi. Dengan pemecahan Ppersamaan

Schrodinger untuk kasus E' < Vj dapat diperoleh

koefisien transimi T dalam bentuk tak berdimensi

T(e, 1) = L ,0<e<<1, kasus

( oo 6)) sinhz 1’

E =V, diperoleh koefisien transmisi T dalam

bentuk tak berdimensi T (€, 1) = %,E =1 dan

E > V, dihasilkan koefisien transmisi T dalam
bentuk tak berdimensi T'(g,1) = sinh? 4,

4(e—1)

e>1.

II. Analisis Persamaan pada Atom Hidrogen
i. Kasus Hukum Coulomb
Operator Hamiltonian untuk sistem k

partikel massa m; dengan muatan q; di posisi 7;.

2
Jika diketahui energi kinetk T = —h—,V-Z dan
g 2mi !
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qiq;

energi  potensial V=
4Ter; j

selanjutnya

disubstitusikan ke dalam persamaan Hamiltonian
H=T+V, maka persamaan menjadi H =
_Zh_r:li 12 %qrjij' untuk suku pertama
didefinisikan nilai i = 1,2,3 ...k sedangkan pada
suku kedua didefinisikan nilai i = 1,2,3..k — 1
dan j =i+ 1..k. Schingga bentuk persamaan
dituliskan berikut

_ VZZ Z q:9; Z
2ml : 4megry; 4neor,

i=1

(25)

Persamaan (25) dlscdcrhanakan ke dalam bentuk tak

melL?
berdimensi, yaitu kedua ruas dikalikan dengan %,
~ _ mel? _ m,lL?
persamaan menjadi H= % = % —
Vi, k- 13k mel? 4id;
Z + Z j=i+l h2 4meQTij

se]an]utnya evaluasi beberapa bentuk pola, yaitu
. vz

untuk ¥ = r;/L dan V?E L_; serta juga besaran tak

berdimensi M; = m;ym, dan q; = §;e. Maka

persamaan menj adi

v? (26)
H=-- ZL 17
meLe? Zk 1ok 4id;
4megh? j=it1 7ij

Persamaan (26) yang terdapat pada suku kedua
masih  dalam  bentuk  berdimensi,  untuk

menghilangkannya, maka dilakukan pemilihan satuan

panjang L dari bentuk meL 2 =1, sehingga
€0
diperoleh bentuk
_4megh? (27)
T mge?

Setelah dilakukan pemilihan satuan panjang L, lalu

persamaan (27) disubstitusikan ke dalam persamaan

~ 2 vz
(26) menjadi H = n;—gH =_1 Z{<=1Tl

2 2 .
mee® 4megh ql
< 2 02 ZK LyK i+1 - maka dihasilkan
4megh® mee j= 7ij

persamaan dalam bentuk tak berdimensi yaitu

Z Z q:4;
rij )

=i+1

(28)

ii. Kasus Atom Hidrogen
Selanjutnya, dianalisis kasus atom hidrogen

dengan mempertimbangkan persamaan
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Hamiltonian, yaitu diketahui energi kinetik T =

hZ
—EVZ dan potensialnya Vix) = ~ ameor jika

disubstitusikan ke dalam  persamaan umum

Hamiltonian H =T +V. Maka dihasilkan
persamaan berikut
R e? (29)
~ 2m Amega,r
mele?
Persamaan (26) yang terdapat bentuk p— dipilih
0

scbagai satuan atom, untuk pemilihannya yaitu

4megh? 2

- 1 ]1ka kcdua ruas dlkahkan dcngan

melLe? TeL

, didefinisikan L =

hZ
persamaan menjadi — =
mel 4TTE OL

ag, maka persamaan menjadi

h? e? (30)

meag 4megay
Menentukan  persamaan  (29) menjadi
persamaan tak berdimensi, maka dimodifikasi

e? h?

bentuk potensialnya menjadi 7 seperti

4mEeT ~ meal

yang terdapat pada persamaan (30), maka persamaan

hz 1
5~ Jika kedua ruas
meadr

~ h2 2
menjadi H = ——V* —
2m
2

diperoleh H= meL H =

dikalikan dengan Mel

n2

mel?  h? meL? h? 1 )
- z— —— Kemudian
h 2m h?2 mealr’

didefinisikan 7 =1, dan Vi2= L_ZFV?, maka

dihasilkan persamaan berikut

~ 1 . 1 31

gl 1 31)
2m 7

Selanjutnya kita pilih satuan panjang L, untuk

bentuk pemilihannya sama seperti pada persamaan

2
(27) yaitu ::Le = 1, kedua ruas dikalikan dengan

€o hZ
47'[60 hz . . .
2 maka dihasilkan bentuk persamaan berikut
e
4megh (32)
" me?’

Selanjutnya ditinjau ulang dari persamaan (29) tanpa
diubah potensialnya maka persamaan dituliskan
h? e?

sebagai H=—-——V?—-

2m 47'[60 aogr

kedua ruas

’

dldapatkan persamaan H=

dikalikan dengan

H = mel? — h_z —
hz h? 2m
mee?l? ~
—~——— didefenisikan bentuk variabel jika 7, =
4mh2egrag

r, L=ag dan V?= L72V?, maka dihasilkan
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bentuk persamaan dalam bentuk tak berdimensi,
yaitu
(33)

III. Analisis Persamaan pada Teori perturbasi
i. Kasus Osilator Anharmonik Kuartik
Pada bagian ini ditunjukkan bahwa persamaan
Schrodinger tak berdimensi yang sesuai dapat
memfasilitasi penerapan teori gangguan, schingga
diberikan kasus untuk ditinjau dalam teori perturbasi
yaitu osilator ~anharmonik kuartik.  Osilator
anharmonik  kuartik berbeda dengan osilator
harmonik sederhana dan osilator morse, osilator
anharmonik kuartik pada getaran molekul diatomik
tingkat anharmonisitasnya lebih tinggi. Pada osilator
anharmonik kuartik selalu melibatkan suku kuadrat
dalam ekspansi Taylor dari energi potensial,
tentunya dengan model ini digunakan pada efek-efek
anharmonik yang lebih kuat pada getaran molekul.
Dengan  demikian  potensial  osilator
anharmonik kuartik ditinjau menggunakan operator
Hamiltonian yaitu perpaduan antara energi kinetik
dan energi potensial. Jika diketahui T = —%:—xzz
dan V(x) = kz_zxz + k4x4, nilai dari energi kinetik

dan energi potensial disubstitusikan ke dalam

persamaan H =T 4+ V, bentuk persamaan menjadi

h? d* k, (34)
H = ———+—x2 + kyx*.
2m dx? *
Selanjutnya fokus pada bagian potensialnya,
2
kedua ruas dikalikan dengan nfll—g dan untuk
koordinat x = LX, maka diperoleh persamaan
mlL? mk,L* mhk,L° (35)
—V(LE) = ——= %2 + — &%,
h? 2h? h?

Persamaan (35) masih dalam bentuk berdimensi
schingga untuk menghilangkan satuan berdimensi

pada persamaan tersebut maka sebagai solusinya

adalah lakukan pemilihan satuan panjang L pada
mk,L*
— =1, kedua

bagian suku osilator harmonik

hZ
ruas dikalikan dengan
mk,

maka dihasilkan bentuk

persamaan
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2HK2 1/4 (36)
L=|—— .
<mk2>

Setelah  dilakukan pemilihan satuan panjang L.
2
Persamaan (32) kedua ruas dikalikan bentuk ﬂ

diperoleh  persamaan H= n;];z = Zhrzn ddxzz
%ZZL‘L %2 %‘;LG x4 dan disubstitusikan
persamaan (36) maka diperoleh persamaan berikut

H 1d?> % (37)
H= e~ 2d%2 + + A%*,

Persamaan (37) dalam bcntuk tak berdimensi di

mana variabel A dipilih sebagai parameter tak

nk
berdimensi yang mewakili variabel dari ‘-

(mk3)?

Selanjutnya dilakukan pemilihan satuan panjang L di
6

persamaan  (35) bentuk suku kedua ml;;L =

1 dihasilkan  bentuk pemilihan pertama L=

1/3
( '_r:k4> kemudian disederhanakan ke bentuk lain

. . fes o
dengan meninjau bentuk dari ——=7 menjadi

2

(mk 3)1/2
k, = 2—2— dan dihasilkan bentuk piliha satuan

L \1/2
L yang kedua L= ( /1%> . Sehingga hasil dari
mw

pemilihan satuan panjang L ditulis ulang yaitu

5 % A 1/2 (38)
() e
mk, mwAl3

Setelah dilakukan pemilihan satuan panjang L,

selanjutnya ditinjau ulang dari persamaan (34) kedua

mL?
ruas dikalikan dengan bentuk 2 persamaan
. . _ 1 d mkz 4 ~2
menjadi H="> H —Em-l- 2 L*%° +

mk4

L0 %% lalu disubstitusikan hasil pemlhhan satuan

. . 2 _ 4 _ 6 —
panjang L yaitu L mw/ll/3'L m_kz L

2

" maka dihasilkan persamaan dalam bentuk tak
4

berdimensi
i H 1 d? +f2 i (39)
= 1= 53215 X7,
hwls 2dx 2

Selanjutnya, menentukan f(gy dengan mengasumsi
bahwa f(q) dapat diperluas dalam deret Taylor.
Selanjutnya untuk mengubah bentuk fungsi fq)

menjadi deret Taylor, maka perlu mengekspansi
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f(q) sebagai deret tak terhingga menggunakan rumus
deret Taylor. Menghasilkan bentuk deret Taylor

fO) =T () (-

turunan ke-n dari f(x) di titik a. Selanjutnya

a)® dengan fj'adalah

menentukan turunan f(4) sampai orde ke-2, yaitu

f"(q) dan mengekspansi f4) schingga persamaan

o ’ 1 i
menjadi f = fo + fna +3 fina® +
I/
;‘;3% q’ atau dituliskan bentuk persamaan
menjadi
40)
fz (
f(Q) = ) q] :
J =/

Selanjutnya, ditinjau potensial yang terdapat di

persamaan (10) menggunakan persamaan
Hamiltonian. Dalam kasus ini melibatkan perturbasi
schingga potensial yang diberikan dapat mengalami
n? d?
pertambahan deret H = —-——+ Oszx

2m dx?

Z 4+
VOf x?. Didefinisikan suku ketiga potensial yang

mengalami pertambahan deret %fxz, jika f = fq.

n? d?
Sehingga persamaan menjadi H=———

2m dx?
V
Vg—fxz +— O(fq) x? kemudian kedua ruas dikalikan

~ R

mL2 ~
dengan FTH jika X =

maka diperoleh persamaan
berikut

. ml? (41)
H = ? H
1 d? mL4V0f2 2

— X

2 dx? ah?
j+2
+ Z fiml Vo q/%.

Calh?

Persamaan (41) masih dalam bentuk tak berdimensi,

sehingga dilakukan pemilihan satuan panjang L dari

4
bentuk ml;l ;;sz, schingga diperoleh hasil pemilihan

satuan panjang L berikut

ﬁ_<h%> (42)
- mVyf, '

Dengan pemilihan satuan panjang L, hasil yang

diperoleh disubstitusikan ke dalam persamaan H=
L et

2 dx? ah?
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»o fi ] mvoL/*? f, 72
Jj=3 JI ah2 ’
persamaan tak berdimensi berikut

maka dihasilkan

(43)

ii. Kasus Atom Hidrogen dengan Elektron
dan Muatan Nuklir Dalam Pendekatan
Inti Terjepit

Menganalisis kasus atom hidrogen dengan
elektron dan muatan nuklir dalam pendekatan inti
terjepit menggunakan operator Hamiltonian H =

Hy + H', Hy adalah persamaan Hamiltonian tanpa

gangguan, sedangkan H " merupakan persamaan

Hamiltonian gangguan. Menentukan persamaan

Hamiltonian tanpa gangguan yaitu substitusikan nilai

masing-masing dari energi kinetik T =
g-masing g —
Ze?
ATCEGT;
didefinisikan nilai i = 1,2,3, ... N maka bentuk

persamaan sebagai

Zme z z Ameyr;

Selanjutnya menentukan Hamlltonian gangguan

dan potensial V = — , dengan  kedua suku

(44.a)

(H" dengan persamaan umumnya adalah H "=
T + V, untuk energi kinetik T = 0, sedangkan V' =

e2

. Didefinisikan notasi sumasi pada koreksi i =
4TTET; j

1,2,3...N — 1 dan pada koreksi j =i+ 1 sampai

dengan N, sehingga bentuk persamaan sebagai

o3y

i=1 j=i+1
Persamaan (44.a) dan persamaan (44.b)

Ameyr;; j

kedua persamaan tersebut jika disubstitusikan ke

dalam persamaan H = Hy + H', maka bentuk

persamaannya menj adi

__1$N p2 45
H=—= Z._ V2 — (#5)
ZN meL Ze? N 1 N meLZeZ

=1 gmeohr; i=i+1 4megh?rj’

Persamaan (45) dalam bentuk berdimensi, schingga

dilakukan pemilihan satuan panjang L dari bentuk

mgLZZ 4meyh?

=1, maka diperoleh bentuk L’ = 2
meZe

2
dan disederhanakan ke bentuk lain menjadi L?=

4megh
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4meyh?
meZe?’

dengan demikian ditulis ulang pemilihan

bentuk satuan panjang L sebagai

4dmeyh ao (46)
meZe? 7'

Setelah pemilihan satuan panjang L, sclanjutnya

L2

disubstitusikan ke  dalam  persamaan H =
1N 2

ZN meLZZe N 1 N mel?e?
=1 4qeohr; i=it+1 amegh?ry;’

maka

dihasilkan pcrsamaan dalam bentuk tak berdimensi

EOXDYENE I

i=1i=i+1
KESIMPULAN DAN SARAN

Hasil penelitian menunjukan  bahwa  dengan
menggunakan operator Hamiltonian dapat
menentukan kasus-kasus yang terdapat pada model
potensial satu dimensi, atom hidrogen dan teori
perturbasi tak bergantung waktu ke dalam bentuk
tak berdimensi. Berikut kasus-kasus yang dapat
disederhanakan dalam bentuk tak berdimensi dengan
menggunakan operator Hamiltonian

1. Model potensial satu dimensi

a) Osilator harmonik sederhana

b) Fungsi Energi potensial

H= —ld—+/1f(x)

2dx?
¢) Osilator morse
~ m 1 d?
H= -4 —

h2a? H=- 2 dx?
+A[1—exp(—%)]% 1

__mbDe
~ h?a?
d) Kasus potensial penghalang eksponensial
mutlak
. ml? 1 d?
H=?H= 2d~2+/’lfx

e) Potensial cut off
Bentuk  potensial  pertama  dihasilkan

persamaan dalam bentuk tak berdimensi

2
%VG (LX) = —1 dan bentuk potensial
keduanya

dihasilkan persamaan tak

. . e? V L~ — pg
berdlmens1§ e(Lx) = —
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f)  Contoh penerapan persamaan tak berdimensi

pada potensial penghalang

T(e 1)
I( —  _sinh22 0<e<1,
| (1 + 4(1- s))
“\7e3 =1
I 2+ /1 €e=>
| ————sinh22 e> 1.
k ( 4(e— 1))

2. Model Atom Hidrogcn
a) Hukum Coulomb

i=1 i=1 j=i+1
b) Atom hidrogen
~ 1_ 1
H=—--V*——
2 7

3. Teori Pertubasi tak bergantung waktu
a) Osilator anharmonik
H 1d*> X

“he” 2@tz tM

b) atom hidrogen dengan elektron dan muatan

ml

nuklir dalam pendekatan inti terjepit

Z~2 Zn W

i=1 i=i+1
Berdasarkan penehtlan yang telah dilakukan,

dapat menentukan persamaan tak berdimensi dalam
mekanika kuantum non-relativsitk pada model
potensial satu dimensi, model atom hidrogen dan
teori perturbasi tak bergantung waktu. Oleh karena
itu disarankan bagi pembaca agar melakukan tindak
lanjut dengan menggunakan operator Hamiltonian
untuk menentukan persamaan tak berdimensi pada
kasus model potensial tiga dimensi dalam konteks
mekanika  kuantum  non-relativistik.  Adapun
pembaca juga menggunakan hasil dari persamaan tak
berdimensi model potensial satu dimensi untuk
menganalisis ~ kasus  lain, dengan  pemecahan
persamaan SchrOdinger dalam menentukan fungsi
gelombang pada konteks mekanika kuantum non-

relativistik.
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